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Abstrak

Paper ini bertujuan untuk mendiskripsikan aksioma yang menjadi perbedaan antara
hasil kali dalam dengan semi hasil kali dalam, serta menjelaskan seminorma dan
membuktikan kebenaran teorema-teorema yang berlaku pada semi hasil kali dalam
dan seminorma pada ruang vektor kompleks.

Nilai seminorma selalu positif atau sama dengan nol. Jika suatu vektor u dan v pada
ruang vektor kompleks V' yang dihubungkan dengan perkalian titik [u,v] adalah
semi hasil kali dalam, maka vektor u dan v pada ruang vektor kompleks V' tersebut
belum tentu memenuhi aksioma hasil kali dalam. Sedangkan jika suatu vektor u dan
v pada ruang vektor kompleks V yang dihubungkan dengan perkalian titik (u, v)
adalah hasil kali dalam, maka vektor u dan v pada ruang vektor kompleks V tersebut
memenuhi aksioma semi hasil kali dalam.

Kata kunci: Hasil Kali Dalam, Seminorma, Semi Hasil Kali Dalam,
Vektor Kompleks

I. PENDAHULUAN

Hasil kali dalam pada ruang vektor kompleks V adalah fungsi yang mengaso-
siasikan sebuah bilangan (u, v) dengan masing-masing pasangan vektor u dan v pada V
yang memenuhi aksioma-aksioma hasil kali dalam [2]. Adapun aksioma-aksioma hasil
kali dalam antara lain: aksioma kehomogenan, aksioma penjumlahan, aksioma definit
positif dan aksioma simetris konjugat. V' disebut ruang vektor kompleks, jika semua
vektor u, v dan w pada V dan semua skalar k dan [ memenuhi 10 aksioma berikut: (1)
Jika u dan v adalah vektor pada V, maka u+v beradadi V (2) u+v=v+u (3)
u+ (v+w)=(u+v)+w (4) ada sebuah vektor 0 di ¥V sedemikian hingga 0 + u =
u + 0 untuk semua u di ¥V (5) untuk semua u di V ada sebuah vektor —u di V yang
disebut sebagai negatif u sedemikian hingga u + (—u) = —u+u = 0 (6) jika k seba-
rang skalar kompleks dan u sebarang vektor di V, maka ku berada di V (7) k(u +v) =
ku+ kv (8) (k + Du = ku + lu (9) k(lu) = (kl)(u) (10) 1u = u.

Sebuah ruang vektor kompleks dengan sebuah hasil kali dalam dinamakan ruang
hasil kali dalam kompleks [2]. Seperti halnya pada pembahasan ilmu aljabar yang
lainnya, suatu ruang vektor mempunyai sub ruang vektor dan suatu ring juga mempu-
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nyai sub ring. Dari kajian di atas, penulis ingin mengkaji lebih dalam tentang sub hasil
kali dalam yang selanjutnya disebut semi hasil kali dalam. Dan pada penelitian sebe-
lumnya telah dikaji tentang kajian semi hasil kali dalam pada suatu norma di ruang
vektor real, sehingga hal inilah yang menjadi pendorong bagi penulis untuk mengkaji
tentang Semi Hasil Kali Dalam pada Suatu Norma di Ruang Vektor Kompleks.

Il. SEMI HASIL KALI DALAM PADA SUATU NORMA DI RUANG VEKTOR
KOMPLEKS

Pada bab ini kita mulai dengan semi hasil kali dalam kompleks, karena hasil kali
dalam kompleks sudah dibahas pada bab sebelumnya.

2.1 Semi Hasil Kali Dalam Kompleks

Definisi 2.1.1

Pemetaan [.,.]: V x V — [ disebut semi hasil kali dalam, jika aksioma-aksioma
berikut terpenuhi:
1) [ku,v] = k[u, v] (aksioma kehomogenan variabel pertama)
2) [u+v,w] = [u,w]+ [v,w] (aksioma penjumlahan)
3) [u,u] =0 untuk semua u € V dan [u,u] = 0 berarti bahwa u = 0 (aksioma
definit positif)
4) [u, kv] = k[u, v] (aksioma kehomogenan variabel kedua)
5 I[wv]]* < [u,u][v,v]
Contoh 2.1.2
Anggap u = uq,uy, ..., U, dan v= vy, v,,..,v,. Apabila semi hasil kali dalam
kompleks di definisikan [u,v] = u; 77 + u,v, + -+ + u,7,. Tunjukkanlah apakah me-
menuhi aksioma semi hasil kali dalam kompleks.
Ambil sebarang u,,u,, ..., u, € U, vy, v,, ..., v, € v dan wy,w,, ...,w, € w sedemikian
hingga uy, u, ..., Uy, V1, Uy, o, Uy, W1, Wy, ..., W, € C"
1) [ku,v] = k[u, V]
ku, vy + ku,v; + - + ku, v, = k(uy 7 + uyv5 + -0+ u, )
k(uiDp + upvg + - + uy Tp) = k(w7 + up; + -0 + up )

2) [u+v,w] = (uy +v,wp) + (U + v, W) + -+ (Uy + v, W)
= (uy + v, Wp) + (ug + v, W2) + -+ + (Up + v, Wy)
= U, Wy + U Wy + UW, + VW, + o+ U, Wy, + W,
=uwy +vywy + upywy +vwy + -+ uwy, + v wy,
= (uywy + Upwy + o+ uywy) + (Viwy + Fvw, + o+ W)
= [u,w] + [v,w]

3) [wu] = u g + uptly + - + Uy = |ug]? + [up]® + - + [up|> 2 0
Lebih jauh lagi, kesamaan berlaku jika dan hanya jika |u,| = |uy| = =
|u,| = 0. Namun hal ini benar jika u; = u, = --- = u,, = 0, yaitu jika dan han-
yajikau =0
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4) [u,kv] = k[u,v]
u kv, + uykv, + -+ unky, = k(u v + uy v, + o+ w, )
k(uyT7 + up 05 + - + u, Ty) = k(07 + w0 + - + Uy Ty)

5 Il v]? < [u,u][v,v]
Jikak € V danu,v € VV, maka
0<[u+kv,u+kv]
= [u,u] + k[v,u] + k[u,v] + |k|*[v, V]
Missal [v,u] = be',b > 0 dan k = e~'t, t adalah sebarang bilangan real.
0 < [u,u] + e the’ + e‘tbe™ + t%[v,V]
= [u,u] + 2bt + t?[v,V]
= c+ 2bt + at? = q(t)
Dimana ¢ = [u,u] dan a = [v, v]. Demikian q(t) adalah polinom kuadratik di t
variable real dan q(t) = 0 untuk semua t. Ini berarti bahwa persamaan q(t) = 0

memiliki paling banyak satu t solusi real. Dengan demikian diskriminannya pasti
memenuhi ketaksamaan 0 > 4b? — 4ac. Sehingga

0> b?% —ac = |[u,v]|? = [w,u][v,v] = |[u,v]|? < [u,u][v,V]
Contoh 2.1.3
Misalkan u = (2 +i,i) v = (—i,2i) w = (i,2) pada ruang vektor kompleks.
Apabila semi hasil kali dalam kompleks didefinisikan [u, v] = u;7; + u,7; . Tunjukkan
apakah memenuhi aksioma semi hasil kali dalam kompleks.

1) [ku,v] = k[u,V]
Misalkan k = i, maka

[ku,v] = [i(2 +i,1), (—i,2i)] klu,v] = i[(2+i,1),(—i,20)]
= [(2i — 1, (-D)), (~i, 20)] =i ((2 + (=) + i@)
=QRi—-1(=)+ (-2 =i((2+ D)) +i(=2i))
= (2i —1).i + (—-1)(-20) =i((2i — 1) +2)
=(=2—-10)+2i =i(2i+1)
=2+ =2+

2) [u+v,w]=[uw]+[v,w]
[u+v,w]= [((2+l D)+ (=i,20)),(,2)]
= [(2,30), (i, 2)]
= 2.7+ 3i.2
=2.—i+3i.2
=-2i4+6
[u,w] + [v,w] = [(2 +i,1), (i, 20)] + [(—i, 2i), (i, 21)]
=(Q+DT+i.20) 4 (—i.T+2i.21)
=(Q+D)—i+i.(=2))+ (—i.—i+2i.(=20)
=(=2i+1+2)+(-1+4)
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=—2i+3+3
=—2i+6

3) [w,u] =0
[wu] = [(2+1i,i),(2+1i,i)]
=Q+DR2+u)+i()
=Q2+0D)@2-10i)+i(-i)
=U4+1)+1
=6=>0
Jadi terbukti [u,u] =0

4) [u,kv] = k[u,v] _

[wkv] =[(2+1i,i),i(—i,2i0)] klu,v] =1[(2 + i,i), (i, 2i)]
=[(2+1i,1),(1,-2)] =—i(+ D)D) +i.21)
=((2+0).1+i.-2) = —i((2 + )i + i.—2i)
=((2+0.1+i.-2) =—i(2i—1+2)
=Q+i—20) =—i(2i+1)
=2—i =2—i

5) I[ ]I < [w, u][v,v]

= I[(2+l D), (=i, 20)]|?
=2+ )=1+i.21)?

=2+ i)i+i.-2i?

=|(2i — 1) + 2/?

=|2i + 1/?

=2%2+12

=5

[wu][v,v] =[(2+i,i),(2+i,)][(—i20), (—i,2i)]
=(Q+DC+0)+in)(—i.=1+2i.20)
=(Q+DQ=1)+i—i)(—i.i+ 2i.—2i)
=(4+1+1)1+4)
=6.5
=30

Karena |[u, v]|? = 5 < 30 = [u, u][v, v] jadi terbukti |[u, v]|? < [u,u][v, V]

Jadi u = (2 +i,i),v = (—i,2i),w = (i,2) pada ruang vektor kompleks V memenuhi
aksioma semi hasil kali dalam kompleks dan [u, v] merupakan semi hasil kali dalam

kompleks.
2.2 Norma Pada Semi Hasil Kali Dalam Kompleks

Definisi 2.2.1
Misalkan V suatu ruang vektor atas [F.

Suatu fungsi ||-||: V — R disebut norma vektor jika untuk semua u, v € V berlaku:

) llull =0
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(1a) ||u]| = 0 jika dan hanya jikau = 0

(2) ||kul|l = |k||lul| untuk semua k € F

@) lla+ vl = lull + v

Suatu fungsi yang memenuhi (1), (2) dan (3) tanpa memenuhi (1a) disebut seminorma.
Dalam hal ini kita dapat memandang seminorma sebagai perumunan dari norma.

Berdasarkan definisi 2.1.1 terdapat gagasan penting yang menunjukkan bahwa
Semi Hasil Kali Dalam [--] pada ruang linier V selalu menginduksi norma pada V
dengan menetapkan |jul| = [u, u]*/2.

Contoh 2.2.2

Jika u = uq, u,, ..., u, adalah vektor-vektor dalam C™ dengan semi hasil kali dalam,
maka:

”ll” = [u' u]1/2 = \/[(u1;u2; ...,un), (u1:u2: ---;un)]
= Jup g + up g + o+ Uy Ty

= Vug|? + Jug[? + - + up |2

2.3 Hubungan Semi Hasil Kali Dalam Kompleks dengan Hasil Kali Dalam
Kompleks

Menurut definisi semi hasil kali dalam kompleks dan definisi hasil kali dalam
kompleks terdapat beberapa perbedaan aksioma, yaitu:

Semi Hasil Kali Dalam Kompleks Hasil Kali Dalam Kompleks

1. [ku,v] = k[u,vV] 1. (ku,v) =k (u,v)

2. [u+v,w]=[uw]+[v,w] 2. (u+v,w)=(uw)+(v,w)

3. [w,u] =0 dan [u,u] =0 jika dan |3. (u,u) >0 dan (u,u) =0 jika dan
hanya jika u = 0 hanya jikau = 0

4. [u,kv] = k[u,v] 4. (u,v) = (v,u)

5. |[u,v]|? < [u,u][v,v]

Dari tabel di atas dapat diuraikan perbedaan antara semi hasil kali dalam kom-
pleks dan hasil kali dalam kompleks adalah sebagai berikut:

1. Aksioma [u, kv] = k[u, V]
Pada semi hasil kali dalam kompleks aksioma tersebut merupakan salah satu
syarat jika ingin terdefinisi sebagai semi hasil kali dalam kompleks. Se-
dangkan pada hasil kali dalam kompleks aksioma tersebut hanya merupakan
sifat tambahan yang diturunkan secara langsung dari keempat aksioma hasil
kali dalam kompleks.

2. Aksioma |[u, v]|? < [u,u][v,V]
Pada semi hasil kali dalam kompleks aksioma tersebut merupakan salah satu
syarat jika ingin terdefinisi sebagai semi hasil kali dalam kompleks. Se-
dangkan pada hasil kali dalam kompleks aksioma tersebut merupakan penjab-
aran daripada teorema Ketaksamaan Cauchy-Schwarz.

3. (wv)= (v,u)
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Pada semi hasil kali dalam kompleks aksioma tersebut tidak dipenuhi. Se-
dangkan pada hasil kali dalam kompleks aksioma tersebut merupakan salah
satu syarat jika ingin terdefinisi sebagai hasil kali dalam kompleks.

4. Aksioma [u, v+ w] = [u,v] + [u, w]
Pada semi hasil kali dalam kompleks aksioma tersebut tidak dipenuhi. Se-
dangkan pada hasil kali dalam kompleks aksioma tersebut merupakan sifat
tambahan yang diturunkan secara langsung dari keempat aksioma hasil kali
dalam kompleks.
11.KESIMPULAN

Berdasarkan hasil pembahasan, maka dapat diambil kesimpulan bahwa:
1. Jika suatu vektor u dan v pada ruang vektor kompleks V yang dihubungkan

dengan perkalian titik [u, v] adalah semi hasil kali dalam, maka vektor u dan
v pada ruang vektor kompleks V' tersebut belum tentu memenuhi aksioma
hasil kali dalam. Sedangkan Jika suatu vektor u dan v pada ruang vektor
kompleks V yang dihubungkan dengan perkalian titik (u, v) adalah hasil kali
dalam, maka vektor u dan v pada ruang vektor kompleks V tersebut juga me-
menuhi aksioma semi hasil kali dalam.

Norma pada semi hasil kali dalam disebut seminorma dan lambangnya sama
dengan norma, yaitu ||ul|. Nilai seminorma selalu positif atau sama dengan
nol, karena pada semi hasil kali dalam berlaku [u,u] > 0 dan [u,u] = 0 jika
dan hanya jika u = 0 (aksioma definit positif).
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