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Abstrak

Salah satu permasalahan dalam topik graf adalah menentukan banyaknya pohon
rentang dari suatu graf. Pohon rentang adalah subgraf dari graf G yang mengandung
semua titik dari G dan merupakan suatu pohon. Untuk menentukan pohon rentang
dari suatu graf terhubung, biasanya dilakukan dengan cara memotong/ memutus sisi-
sisi sehingga graf tersebut tidak lagi mengandung sikel. Tujuan penelitian ini adalah
untuk menentukan bentuk umum banyaknya pohon rentang pada graf kincir (W,")
dengan menggunakan representasi matriks.

Kata kunci: Pohon Rentang, Representasi Matriks dan Graf Kincir.

I. PENDAHULUAN

Pohon adalah graf terhubung yang asiklik (tidak memuat sikel). Sebuah pohon
selalu terdiri dari n titik dan n-1 sisi [1]. Suatu pohon rentang dari graf G adalah subgraf
dari graf G yang mengandung semua titik dari G dan merupakan suatu pohon[3].
Menentukan banyaknya pohon rentang dari suatu graf memerlukan waktu yang lama,
sehingga perlu digunakan cara atau rumusan baku untuk menentukan banyaknya pohon
rentang dari suatu graf.

Beberapa masalah dalam teori graf dapat diselesaikan dengan mudah apabila
graf yang dihadapi dapat direpresentasikan dalam bentuk matriks. Bentuk graf yang
dinyatakan dalam suatu matriks kemudian diselesaikan dengan metode yang berlaku
pada matriks [5]. Representasi matriks terdapat istilah matriks Adjacent (terhubung
langsung), matriks Incident (terkait langsung) dan matriks derajat [6]. Untuk menen-
tukan banyaknya pohon rentang pada suatu graf terhubung, dapat dilakukan dengan
representasi matriks, yaitu dengan menghitung nilai kofaktor dari matriks D(G) - A(G),
di mana D(G) adalah matriks derajat dan A(G) adalah matriks Adjacent dari graf G.
Secara lengkap hal tersebut dijelaskan dalam teorema berikut ini Teorema 1 banyak
pohon rentang 1(G) dari suatu graf G adalah sama dengan nilai setiap kofaktor dari
matriks D(G) — A(G).

Dalam teorema yang disebutkan Skiena ini, tidak disebutkan lebih jelas
mengenai kofaktor yang dihitung untuk menentukan banyak pohon rentang dari suatu
graf G. Sementara kita tahu antara kofaktor C1; dengan C;, dari suatu matriks bisa ber-
beda. Lebih terperinci teorema Matriks-Pohon disampaikan oleh Vivek Dhand sebagai
berikut:

Teorema 2 Misalkan L(G) adalah matriks Laplace dimana L(G) = D(G) - A(G). Dan
L(G) didefinisikan sebagai matriks yang diperoleh dengan menghapus baris dan kolom
pertama dari L(G). Maka, banyak pohon rentang 7(G) = det L(G). Dalam teorema Vi-
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vek Dhand determinan L(G) adalah sama dengan nilai Minor Unsur My; dari matriks
L(G) dan sama juga dengan nilai dari kofaktor C;;. Sehingga dari penjelasan teorema
matriks-pohon oleh Vivek Dhand dan Skiena dapat ditarik kesimpulan bahwa banyak-
nya pohon rentang t(G) dari suatu graf G adalah sama dengan nilai kofaktor Cy; dari
matriks D(G) - A(G).

Pada penelitian ini akan membahas cara menentukan banyaknya pohon rentang

pada graf kincir dengan representasi matriks. Graf kincir adalah gabungan dari graf
komplit K; dan mK, yang dinotasikan dengan W," = K; + mK, [5].

Il. PEMBAHASAN

2. Pohon Rentang Pada Graf Kincir Dengan Representasi Matriks
2.1 Graf Kincir wl
Graf Kincir W, dapat digambarkan sebagai berikut:

Gambar 2.1 Graf Kincir W,
Pada graf kincir W' didapatkan matriks adjacency dan matriks derajatnya sebagai
berikut :

cC UV U C UV U
0 1 1 2 0 0

1y - C 1N\ _ C
A(WZ)—U[1 ; 1,D(WZ)—UIO 2 O]
w110 wo o 2

Setelah mendapatkan matriks A(W,) dan D (W,) maka akan dicari nilai kofaktor
dari matriks D(W5) — A(W3) untuk menentukan banyak pohon rentang dari graf
komplit W3

2 0 0] [0 1 1 2 -1 -1
D(Wzl)—A(W21)=[0 2 0]—[1 0 1]=[—1 2 —1]

0 0 2 1 1 0 -1 -1 2
: 1 1y _ 2 2 -1] _
Maka C;; dari D(W5) — A(W5) = (—1).det [_1 5 ] =3
Jadi banyaknya pohon rentang pada graf kincir W,adalah = 3
v \
v
C
\] C< C/l
u u u

Gambar 2.2 Pohon rentang dari Wyt
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2.2 Graf Kincir W5
Graf Kincir W dapat digambarkan sebagai berikut:

Gambar 2.3 Graf Kincir W}
Pada graf kincir W didapatkan matriks adjacency dan matriks derajatnya sebagai
berikut :
c v, v

u u

2 U U C V1 V2 U WU
c [0 1 1 1 1] c [4 0O 0 o0 0]
. w1l 0 0 1 o0 e _v0 2 0 0 O
AWD=,11 0 o o 1 PW=y,10 0 2 0o o
wil 10 0 0 w0 00 2 0

w1 0 1 0 0 wo 0 0 0 2

Setelah mendapatkan matriks A(W2) dan D(W2) maka akan dicari nilai kofaktor
dari matriks D(W4) — A(W#) untuk menentukan banyak pohon rentang dari graf
komplit W2,

[400001[01111][—1—1—1—1]
o 2 000 |1t 0010 |[-1 2 0 -1 0]
DWH-AwH=lo o 2 o o|]-]1 0 0 0 1|=|-1 0 2 o -1
00020 [(1t1o0oo00of |[-1 -1 0 2 o
o0o0o0o02 L1 0100 =1 0 -1 0 2
2 0 -1 0
Maka Cydari D7) - AW7) = (~1)%.dee| ° 2 0 !
0 -1 0 2
(2) (2) _01 _01 2 0 -1 0 2 -1
= =210 2 o0|-1[-1 0o o0
-10 2 0 -1 0 2 0 -1 2
0 -1 0 2

=2 2|_21 _21| —1 1|_21 _21| —2(2%x3)—(1x3)=9

Jadi banyak pohon rentang pada graf kincir (W,?) adalah = 9

Vi ) Vi 2 Vi Vs
UlI/Q/qu LMPC\I:IZ N . N
Vl V2 Vl > VINVZ
Uj c Uy UlI/C<U2 Uy, c >
V]_N/Z A Vo 2 ,

Tema “Penguatan Peran Matematika dan Pendidikan Matematika dalam
Meningkatkan Kualitas Bangsa yang Berdaya Saing Global”

i atematika
Matematika dan Pendidikan ¢




394

Okky Panca Pratama, Menentukan Pohon Rentang ...

Gambar 2.4 Pohon rentang dari graf W}
2.3 Graf Kincir w3
Graf Kincir W5 dapat digambarkan sebagai berikut:

Gambar 2.5 Graf Kincir W
Pada graf kincir W, didapatkan matriks adjacency dan matriks derajatnya sebagai
berikut :

<

1%

<
<
I

C V1 V; V3 U Uy Uz C Uy Vy V3 U Uy Uz

crO 11 1 1 1 17 cr6 0 0 O 0 O 0

»nw|1 0 0 0 1 0 O n/0 2 0 0 0 0 O

v _ U1 0 0 0 0 1 O0f, s _ 00 2 0 0 0 O
A(WZ)_v3 1 0 0 0 0 0 1 ’D(WZ)_U3 0o o 0 2 0 0 O
will 1. 0 0 0 0 O w0 0 0 0 2 0 O

u,f1 0 1 0 0 0 O u,/0 0 0 0 0 2 0

u;t1. 0 0 1 0 0 O ut0 0 0 0 0 0 2

Setelah mendapatkan matriks A(W,?) dan D(W,*) maka akan dicari nilai kofaktor
dari matriks D(W5) — A(W;?) untuk menentukan banyak pohon rentang dari graf
komplit W3,

6 0 0 0 0 0 07 0 1 1 1 1 1 17
0 2 0 0 0 0 O 1 00 010 O
0 0 2 0 0 0 Ol |1 00 0 010
DAWH—-AwWH=lo o 0o 2 0o 0 o|-[1t o o o 0 o0 1
0 0 0 0 2 0 o/ !11 1.0 00 00
0 0 0 0 0 2 O/ |1 o1 0 000
o o o o o o 21 1 0o 0o 1 0o o o
-6 -1 -1 -1 -1 -1 -1
-1 2 0 0 1 0 0
-1 0 2 0 0 1 0
=l-1 0o o 2 0 0 1
-1 1 0 0 2 0 0
-1 0 1 0 0 2 0
-1 0 0 1 0 o0 2
2 0 01 0 0
02 00 10
Maka Cydari D(W3) — AW5) = (1) det ¥ 0 2 9 0 1
01 00 20
00 10 0 2
=1x27 =27

Jadi banyaknya pohon rentang pada graf kincir (W) adalah = 27

2.4 Graf Kincir W3
Graf Kincir W, dapat digambarkan sebagai berikut:
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Gambar 2. 6Graf Kincir W}
Pada graf kincir W,! didapatkan matriks adjacency dan matriks derajatnya sebagai
berikut :

cC v U, Uy U Uy Uz Uy C VvV VU, V3 Uy U U, Uz Uy
cf0 1 1 1 1 1 1 1 1 cf8 0 0 0 0 0 0 0 O

vwil 0 0 0 0 1 0 0 0 70 2 0 0 0 1 0 0 0

w1l 0 0 0 0 0 1 0 0 70 0 2 0 0 0 1 0 0

w_ vl 0 0 0 0 0 0 1 Oof . . wlo 0 0 2 00 0 1 0
AW =11 0 0 0 0 o o o 1PPMD=,00 0 o0 0 2 0 0 0 1
wll 1 0 0 0 0 0 0 0 w0 0 0 0 0 2 0 0 0

wWll 0 1 0 0 0 0 0 0 w0 0 0 0 0 0 2 0 0

udl1 0 0 1 0 0 0 0 0 u0 0 0 0 0 0 0 2 0

ull 0 0 0 1 0 0 0 O w0 0 0 0 0 0 0 0 2

Setelah mendapatkan matriks A(W,') dan D (W,") maka akan dicari nilai kofaktor
dari matriks D (W5') — A(W,") untuk menentukan banyak pohon rentang dari graf
komplit W,

4 0 0 0 0 0 0 0 0] 0 1 1 1 1 1 1 1 1
0 2 0 0 0 10 0 O [t o o o o 1 0 00
0 0 2 0 00 100 |1t o o o o0 o0 1 00
0 0 0 2 00010 [t o o o0 o0 o0 o0 1 0
DAWH-AWH=|lo o o 0o 2 o o0 o0 1/-/11 o o 0o 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 2 00w O [t 1 0o 0o o o o0 0o
0 0 0 0 00 20w 0 |1t o 10 0 o0 o0 00
0 0 0 0 000 20 |1 0 01 0 00 0 0
lo o0 o0 o o o0 0 o0 2l l1 o o 0o 1 0 o0 0 0O
8 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
-1 2 0 0 0 -1 0 0 ©
-1 0 2 0 0 0 -1 0 ©
-1 0 0 2 0 0 0 -1 0
=l-1t o o0 0o 2 0 0 0 -1
-1 -1 0 0 0 2 0 0 O
-1 0 -1 0 0 0 2 0 O
-1 0 0 -1 0 0 0 2 ©
-1 0 0 0 -1 0 0 O 2
2 0 0 0 -1 0 0 0
0 2 0 0 0 -1 0 0
0 0 2 0 0 0 -1 0
: AN 4\ — (_1)\2 0 0 0 2 0 0 0 -1
Maka C;,dari D(W5") — A(W,") = (—1)*.det o 0 0 2 o0 o o
0 -1 0 0 0 2 0 0
0 0 -1 0 0 0 2 0
lo o 0o -1 0 0o o 2/
=1x81=81
Jadi banyaknya pohon rentang pada graf kincir (W) adalah = 81
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2.5 Graf Kincir W3
Graf Kincir W, dapat digambarkan sebagai berikut:

Gambar 2.7 Graf Kincir W,
Pada graf kincir W, didapatkan matriks adjacency dan matriks derajatnya sebagai
berikut :

C v oV, V3 U Vs U U, Us Uy Us

cf0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
wlt 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
w1 0 0 0 00 0 1 0 0 0
w1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

e w1l 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
AWD=,11 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
wlt 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
w1 01 0 0 0 0 0 0 0 0
wli 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
wll 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
wlh 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

C v VU, V3 U, Vs U Uy Uz Uy U

cflo 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
wlo 2 00 01 0 0 0 0 0
w0 0 2 0 0 0 1 0 0 0 0
w0 0 0 2 0 0 0 1 0 0 0

e w0 0 0 0 2 0 0 0 1 0 0
PW)=,10 0 0o 0o 0 2 0 0 0 0 0
wlo 00 0 0 0 2 0 0 0 0
w0 0 0 0 0o 0o 0o 2 0 0 o0
wlo 0 0 0 0 0o 0o 0 2 0 o0
wlo 0 0 0 0 0o 0o 0 0 2 o0
wlo 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2

Setelah mendapatkan matriks A(W.’) dan D (W) maka akan dicari nilai kofaktor
dari matriks D (W) — A(W5) untuk menentukan banyaknya pohon rentangan dari
graf komplit W5

rlo 0 0 0 00 000 O0 O 011111111 1 1
0 20001 0O0O0TUO0OTO 1 000 0 O01O0O0O0TO
0 02 00O0 1O0O0TO0TO 1 00 0 0 O0O0OT1TTO0TO0TO
0 00200 01O0UO0TO0 1 00 0 0 O0O0O0OT1TTGO0TUO
0 000 20 0O0OT1TTUO0OFO 1 00 0 0 O0O0O0OOT1TPO

DW5)—AWz)=[0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0/]—/|1T 0 O 0 0 0 O O O O 1
0 0000O0OO 20000 1100 0O0O0O0O0O0TO0

0 0 00O OOZ2W0TO0TO0 1 01 0 0O0O0O0O0OTO0OTO

0 00 O0OOOOOZ2O0UO0 1 00 1 0O0O0O0O0OTO0OTGO

0 00 0O OOOOTZ2Z@O 1 00 0 1 0O0O0O0O0OTO

0 0 000 0 00O0O0O0O2 11 00O0O01O0O0O0O0 O
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0 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
-1 2 0 0 0 0 -1 0 0 0 0
-1 0 2 0 0 0 0 -1 0 0 0
-1 0 0 2 0 0 0 0 -1 0 0
-1 0 0 0 2 0 0 0 0 -1 0
=l-1t 0o o o 0 2 0o 0 0 0 -1
-1 -1 0 0 0 0 2 0 0 0 0
-1 0 -1 0 0 0 0 2 0 0 0
-1 0 0 -1 0 0 0 0 2 0 0
—1 0 0 0 -1 0 0 0 0 2 0
-1 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 20
Maka C,,dari D(W ) — A(W)
‘2 0 00 0 -1 0 0 0 0
0 2 0 0 0 0 -1 0 0 0
0 0 2 0 0 0 0 -1 0 0
00 0 2 0 0 0 0 -1 0
P 0o 0 0 0 2 0 0 0 0 -1
=CEDMey 5 5 6 9 0 2 0 0 0 0
0 -1 0 0 0 0 2 0 0 0
0 0 -1 0 0 0 0 2 0 0
0 0 0 -1 0 0 0 0 2 0
lo o 0o 0o -1 0 0 0 o0 20
=1X243 =243

Jadi banyak pohon rentang pada graf kincir (W) adalah = 243
Berdasakan data diatas yaitu banyak pohon rentang dari graf kincir (W;"),
maka diperoleh pola tabel berikut :
Tabel 3.1 Banyaknya Pohon Rentangan graf kincir (W,")

No. graf kKincir (W?3') Banyak pohon rentang
1 w,! 3 atau 3"
2 W,? 9 atau 3
3 w,3 27 atau 3°
4 w,* 81 atau 3*
5 W, 243 atau 3°
m win 3"

Dari tabel diatas diperoleh rumusan banyak pohon rentang dari graf kincir
(W) adalah = 3™

111.KESIMPULAN

Untuk menentukan banyak pohon rentang pada suatu graf terhubung, dapat dil-
akukan dengan representasi matriks, yaitu dengan menghitung nilai kofaktor dari
matriks D(G) - A(G), di mana nilai kofaktor dari matriks D(G) - A(G) tersebut adalah
sama dengan banyak pohon rentang yang bisa didapatkan dari suatu graf G.

Banyak pohon rentang pada graf kincir didapatkan hasil untuk W = 3, W2 =
9, W3 =27,W,; =81, Wy = 243,dst. Sehingga didapatkan rumus umum dari
banyaknya pohon rentang pada graf kincir W;* = 3™ untuk m = 1,2, 3, ....
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